Teorik Dağılımlar: Normal Dağılım
Amaç: Bu konu sonunda okuyucunun yaygınlık teorik dağılımlar ve normal dağılım hakkında bilgi sahibi olması amaçlanmıştır.

Hedefler: Bu konu sonunda okuyucuların aşağıdaki hedeflere ulaşması beklenmektedir:
· Empirik (deneysel) dağılım ve probability (olasılık) dağılımını açıklayabilmeli
· Olasılık çeşitlerini açıklayabilmeli

· Subjektif

· Frequentist

· A priori (önsel)

· Olasılık kurallarını kullanarak hesap yapabilmeli
· Toplama kuralı (mutually exclusive) (veya)

· Çarpma kuralı (ve)

· Normal dağılım özelliklerini kullanarak hesap yapabilmeli
· Standart normal dağılımı açıklayabilmeli
Ampirik (deneysel) frekans dağılımının nasıl oluşturulacağını daha önce görmüştük. Şimdi teorik dağılımlardan bahsedeceğiz. 

İstatistikte yüzlerce teorik dağılım tanımlanmıştır. Biz bunların içerisinden en sık kullanılanları inceleyeceğiz. 

Teorik dağılımlar matematiksel bir modelle ifade edilir. Elde ettiğimiz verilerin frekans dağılımının teorik dağılımlardan birisine benzemesi halinde o teorik dağılımla ilgili teorik bilgileri kullanarak elde ettiğimiz veriler hakkında karar veririz. İstatistiksel testlerimizin çoğu teorik dağılımlarla ilgili bilgilerimize dayanır. İstatistiksel önemlilik gibi kararlarımızı verirken hep teorik dağılımlardan yararlanırız. Teorik dağılımları ve olasılık hesaplarını anlamamız istatistiksel testlerin nasıl çalıştığını anlamamıza yardımcı olacaktır.

Olasılık hesapları

Olasılık hesabı belirsizlikleri tahmin etmede kullanılır. Dolayısıyla istatistiğin kalbinde yer alır. Olasılık, bir olayın olma veya olmama ihtimalini verir; sıfır ile bir arasındadır. Eğer olasılık sıfır ise olay gerçekleşemez. Olasılığın bir olması halinde ise olay kesinlikle gerçekleşir. Bir de şartlı olasılık (conditional probabiliry) vardır. Şartlı olasılık, önceki bir olayın gerçekleşme durumuna göre şimdiki olayın olasılığını hesaplar.

Olasılığı 3 şekilde hesaplarız:

· Subjektif: olayın gerçekleşme durumuyla ilgili kişisel inancımızdır. 2020 yılında kıyametin kopacağına inanmak gibi.

· Frekans hesabı: deneyimizi tekrarlamamız halinde olayın meydana gelme olasılığıdır. Örneğin bir parayı 1000 kez attığımızda yazı gelme olasılığı.

· A priori (önsel): olasılık dağılımın önceden bilinen bir modeline göre hesaplanır. Kalıtım teorisiyle ilgili oluşturacağımız modellere dayanarak mavi gözlü bir anne ve kahverengi gözlü bir babadan olacak çocuğun göz rengini tahmin edebiliriz.

Olasılık kuralları

Olasılık hesabında çarpma ve toplama kuralları uygulanır.

· Toplama kuralı: A ve B olaylarının birbirini dışlayan (mutually exclusive) olmaları halinde geçerlidir. Ya A olayı gerçekleşecekir veya B. Örn.

Bir kişide uyku apne sendromu (UAS) görülme olasılığı %5, diyabet görülme olasılığı ise %9’dur. Bu kişide UAS veya diyabet görülme olasılığı %5+%9= %14 olur.
Bir kişinin bazı dişlerinin eksik olma olasılığı (BDE) %67, hiç eksik dişinin olmaması (TAM) olasılığı ise %24’tür. Bu durumda kişinin ağzında diş olma olasılığı BDE veya TAM yani 0,67+0,24 = %91 olacaktır.
· Çarpma kuralı: A ve B olaylarının birbirinden bağımsız olması durumunda geçerlidir. A olayı ve B olayının bir arada gerçekleşme olasılığıdır. Yukarıdaki örneklere göre yapacak olursak:

Bir kişide uyku apne sendromu (UAS) görülme olasılığı %5, diyabet görülme olasılığı ise %9’dur. Bu kişide UAS ve diyabet görülme olasılığı 0,05 x 0,09= %0,045 olur.
Bir kişinin bazı dişlerinin eksik olma olasılığı (BDE) %67’dir. Bu durumda diş hekiminde bekleyen A ve B hastalarında BDE olma olasılığı 0,67 x 0,67 = %44,9 olacaktır.
Olasılık dağılımlarının teorisi

Bir rastgele değişken, belli olasılık çerçevesinde birbirinden faklı çeşitli değerleri alabilir. Olasılık dağılımı ise bu rastgele değişkenin alabileceği tüm değerlerin olasılıklarını verir. Bu dağılım matematiksel olarak ifade edilebilen teorik bir dağılımdır. Teorik dağılımın da ampirik dağılımdaki gibi ortalama ve standart sapması vardır. 

Her bir olasılık dağılımı belirli parametrelerle (örn. Ortalama, varyans..) tanımlanır. Bu parametreleri bilmemiz halinde ilgili teorik dağılımı tanımlayabiliriz. İşte istatistikte örneklemimizdeki bu parametreler tahmin edilerek hesap yapılır.

Değişkenimizin tam sayı veya sürekli olmasına göre teorik dağılımlar da tam sayı veya sürekli olabilir.

· Tam sayı (discrete) teorik dağılımlar: rastgele değişkenin mümkün olan her bir değeri için olasılıklar hesaplayabiliriz. Bu olasılıkların toplamı birdir. Binomiyal ve Poisson dağılımı bu tür teorik dağılımlardandır.

· Sürekli (continuous) teorik dağılımlar: x değişkeni sonsuz sayıda değer alabileceğinden ancak x’in belli aralıktaki değerleri için olasılığı hesaplayabiliriz. x değişkeninin alacağı değerleri yatay eksende gösterdiğimizde olasılık yoğunluğunu (probability density function) gösteren bir eğri çizebiliriz. Bu eğrinin altındaki alan bire eşittir. x'in belli bir aralıkta olma olasılığı, olasılık eğrisinde o aralığa denk gelen alana eşittir. Kolaylık olsun diye teorik dağılımlar için tablolar geliştirilmiştir. Ampirik dağılımımızın bir teorik dağılıma benzemesi halinde o teorik dağılımın olasılık tablolarına bakarak karar verebiliriz. Özellikle güven aralıkları ve hipotez testleri için bu tablolar çok yararlıdır. Bilgisayarla yapılan analizlerde değerler otomatik olarak hesaplandığından teorik dağılımların olasılık tablolarına gerek kalmamaktadır.
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Şekil: x için olasılık yoğunluğu fonksiyonu (oyf)
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Şekil: x değişkeninin olasılık yoğunluğu fonksiyonu. 

(a) µ ortalamasının etrafında simetrik dağılıyor. Varyans = σ2
(b) ortalamayı µ2 > µ1 olacak şekilde değiştirdiğimizdeki durum

(c) varyansı σ12 < σ22 olacak şekilde değiştirdiğimizdeki durum
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Şekil: (a) ortalaması µ ve varyansı σ2 olan normal dağılıma sahip x ve (b) z’ye ait standart normal dağılım için eğri altında kalan alanlar (toplam olasılıkların yüzdeleri).

Normal dağılım (Gauss dağılımı)

İstatistikteki en önemli dağılımlardan biri Normal dağılımdır. Olasılık yoğunluğu fonksiyonu aşağıdaki gibidir:

· İki parametre tarafından tamamen tanımlanabilir: ortalama (µ) ve varyans (σ2);
· Çan eğrisi şeklindedir (unimodal)

· Ortalamanın etrafında simetrik dağılır;

· Ortalama arttığında sağa, ortalama azaldığında ise sola eğimli olur (varyanslar sabit kaldığında);

· Varysans arttığında yassılaşır, varyans azaldığında ise sivrileşir (ortalama sabit);

Diğer özellikleri:

· Normal dağılımın ortalaması ve ortancası eşittir;

· Ortalaması µ ve varyansı σ2 olan normal dağılıma sahip bir x rastgele değişkeni için olasılıklar aşağıdaki gibidir:

· (µ - σ) ile (µ + σ) arasında olma olasılığı 0,68

· (µ - 1,96σ) ile (µ + 1,96σ) arasında olma olasılığı 0,95

· (µ - 2,58σ) ile (µ + 2,58σ) arasında olma olasılığı 0,99

Yukarıdaki kurallar kullanılarak referans aralıkları (normal değerler) hesaplanabilir.

Standart Normal Dağılım

µ ve σ değerlerine bağlı olarak sonsuz sayıda farklı normal dağılım olabilir. Standart normal dağılım olasılıkların tablolar halinde verildiği özel bir normal dağılımdır. Özellikleri şöyledir:

· Standart normal dağılımın ortalaması sıfır ve varyansı bire eşittir.

· Bir x değişkeni normal dağılıyorsa ortalaması µ ve varyansı σ2 olduğunda Standart Normal Sapma (Standardized Normal Deviate) [image: image5.png]


 formülüyle hesaplanır ve standart normal dağılıma sahip rastgele bir değişkendir.

Alıştırma

1. Bir hastanede 20 depresyon hastası, 20 psikotik hasta ve 65’de başka hasta vardır. Depresyonlu hastaların 5’i aynı zamanda Psikoz hastasıdır.  Bu hastaneden rasgele bir hasta seçsek depresyonlu veya psikozlu olma olasılığı nedir?

2. Bir serviste 6 kızamık ve 4 astım hastası yatmaktadır. Bu servisten sırayla (rastgele) iki hasta seçsek ikisinin de astımlı olma olasılığı nedir?

3. 1000 kişinin katıldığı aile hekimliği sınavında öğrencilerin aldıkları puanların aritmetik ortalaması 60, standart sapması 5’tir. Verilerin normal dağıldığı görülmektedir. Geçme notu 50 olduğuna göre bu öğrencilerin en az kaçı geçmiştir? (cevabı nasıl bulduğunuzu açıklayınız)

a. 25

b. 125

c. 500

d. 750

e. 975 

4. z formülünü kullanarak şu soruya cevap veriniz: sağlıklı bireylerin sistolik kan basıncını daha önceden ölçtük ve normal dağılıma uyduğunu saptadık. Bulgularımıza göre sağlıklı bireylerin kan basıncının ortalaması 130, standart sapması da 10 olsun. Bir bireyin sistolik kan basıncı 150 bulundu. Sizce bu normal midir? 

a. z testine göre bu kişinin tansiyonu bizim dağılımımızın neresine düşmektedir? %5 yanılma payıyla bu kişiye tansiyonunun yüksek olduğunu söyleyebilir miyiz? 

b. Peki bu durumda tansiyonu 145 olan birisi gelse ona ne cevap verirdik? 

Eğrinin altındaki toplam alan = 1 (veya %100)
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